..ech. Sci. Univ. Bénin (Togo), 1998,2 (1): 58 - 66

APPROCHE D'UNE NOUVELLE METHODE D'IDENTIFICATION DES
RIGIDITES DE FLEXION DE POUTRE A INERTIE EVOLUTIVE

TOUKOUROU C. et VIANOU A.
Groupe de Rhéologie des Matériaux, Laboratoire d'Etudes et de Recherches en Techniques Industriclles,
Collége Plytechnique Universitaire, Université Nationale du Bénin,
B.P. 2009, Cotonou (Bénin)

(Regu le 23 mai 1995, Révisé le 23 mai 1996, Accepté le 04 décembre 1997)

.SUME

* papier présente une méthode d'identification des rigidités de flexion de poutre 2 inertic variable basée sur le principe des
aux virtuels avec lutilisation des champs Bemouilli. Nous présentons une formulation globale du probleme

:wentification ainsi que 1'établissement des équations permettant d'identifier les inconnues qui sont les rigidités de flexion.

dots clés : Poutre, inertic évolutive, rigidité de flexion, identification mécanique, simulation numérique, programme

‘entificaticn.

ABSTRACT

:s paper preseats a method whichc can be used to identify the bending stiffnes of the beams with variable inertia. This
nethod is based on the principle of virtual work with the use of special fields. The application of this principle was carried
* with refering to the hypothesis of Bemnoulli. Also we present in this paper a global formulation of the problem of the
““ntification as well as that the establishment of the equations which permit to idenuty the unknowns
r.cy words : Beam, vanable inertia, bending stifness, mechanical identification, idenufication program

TRODUCTION

! ~s poutres a inerties variables sont conceptuellement
s structures optimisées dans le sens ol l'objectif est

a: proposer un modéle de poutre répondant @ un

cahier des charges pour un type de sollicitaition donné
la structure. )

Il est clair que le probléme se pose avec d'autant plus
“wcuité que la structure est une structure a haute
rformance (lype aéronautique par exemple,
éléments de machine ou élément de charpente en
oénie civil etc...) et que les matériaux mis en oeuvre
nt des matériaux performants, codteux se prétant
cdx-m’mes 2 une certaine optimisation. L'optimisation
de ces types de structure comme les poutres a inerlic
iriable passe évidemment par l'identification de leurs

~ -opriétés structurales qui intégrent a la fois les

propriétés matérielles et la géométrie de la scction
“roite, donc il est important d'élaborer une procédure
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de contrdle direct des propriéiés dimensionnantes ¢'est

l'objectif de ce travail.

A partir d'une certaine connaissance de la structure a
identifier, connaissance qui peut étre partielle, une
poutre modele est définie : plusicurs choix sont
possibles, par exemple poutre a inerties constantes par
morceaux, ou inerties ‘linéaires continues, et le
nombre de trongons de la poutre.

Ensuite il faut examiner-trés soigneusement l'aspect
expérimental et les grandeurs qui constituent la
connaissance que nous avons du comportement de la
poutre réelle dans une configuration d'essai doané
(réponse mécanique de la structure) a savoir les
déplacements ou les déformations qui sont mesurées
en un certain nombre de points.

e calcul conduit a des valeurs identifiées, a partir de
l'utilisation du principe des travaux virtuels et de la
construction des champs virtuels spéciaux offrant la
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possibilité¢ d'unc identification locale avec certains
types de champs, I'intérét de cetle identification locale
par rapport a l'identification globale est qu'clle nc
rcécessite' que la résolution d'un systeme de dcux
¢quations a dcux inconnucs.

Finalement il faut pouvoir comparer les différentes
identifications, c'est-a-dirc avoir des éléments de
comparaison sur chaque identification a partir des
normes que nous avons définics ceci permet de
formuler des critiques-sur telle ou telle identification.

Connaissant la réponse mécaniquc de la poutre réelle
dans unc configuration d'essai, lec probléme est de
trouver unc poutre modcele ayant la méme réponsc
mécanique que la poutre réelle dans la méme
configuration  d'essai, cctte condition permet
d'identifier les rigidités de la poutre modéle. La

N

résolution du problé¢me revient & déterminer (D,

D;.......D,) dans lc cas ou fa rigidité est constantc pz
trongon ct (Dg, Dy, D, ... , Dg, D,,;) dans le cas ¢
cllc est lin¢airement variable.

1. Rappels sur le principe des travaux virtuel
appliqués a la théorie des poutres

Pour "unc poutre homogénc a scction conslante, ¢
théoric des petites perturbations ¢t dans le cadre de |
théorie dc "Bernoulli, unc loi dc comportemer
¢lastique linéaire en flexion est donnée par la relatic
moment d¢ flexion-courbure [1] :

dZ
i dx
s . d?w(x
ou D est la rigidité¢ en flexion de la poutre et re
X

la courbure.

Figure I : Poutre droite chargée dans son plan.
G : centre de gravité de la section droite a-b de la poutre

Le principe des travaux virtucls, appliqué a une poutre
chargée perpendiculairement @ son plan moyen
conformément a la figure 1 conduit 2 I'expression

suivantc :

& : 2 diw(x)"(x
EFIW' -fE(x)y ——%(-—)dv (1)

! 1V zw. X
-f[fy’rz(x)ds]d ;x(") d dx( ) 4 )

En posant fyz E(x)ds = D(x) nous aurons

i

! 2...° b
. d'w (x) d"w (x)
F = [ D(x dx
Z (wl .[ ( ) dxl de

ot les quantités D(x) représentent la rigidité en flex:
de la poutre réelle au point x, w est le champ
déplacement réel, w est le champ virtuel que |
choisit indépendamment du champ réel, Fw ; est
travail virtucl de la force récelle F; A 'abscisse i pour
déplacement virtuel de w.‘.

Cettc  €galité  cest vérifi€e  quel que soit
ciné¢matiquement admissible.

2. Application des rigidités d'une poutre

L'égalité que nous venons d'établir (3) est écrite
la poutre réelle que l'on cherche a identifier. N
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* .ns considérer D(x) fonction
aue dans |'‘équation en supposant que les autres
s de I'¢galité sont connus.
andcur D(x) peut étre constante par trongon ou

comme  unc

variable suivant l'axe Ox. Lorsquion sc place dans le
second cas, on peut procéder @ unc détermination

locale de la rigidité.

Figure I1 : Poutre modele retenuc a inertie variable

g, &l D -D
EF.“'. =2f K(o——"=(x-a,)
1=t =E ) 1=}

) / %)
4//»}}.[ (

ons pour poutre modéle une poutre & n trongons
are 2) sur chacun desquels la rigidité est

J cptible d'évoluer . Nous pouvons écrire I'égalité
inte (1) en posant :

») diw(x)

dx’

= K(x)

B 4ty
_.f_fx) M z(x) D(x)dx
dx” dx

3 fK(x)D(x)dx (4)

cag=0,a,=1, 1 étant la longueur de la poutre.
fonction D(x) étant linéaire quel que soit [a;, a]
s pouvons adopter les notations suivantes :

0~
L -(x-a_ )+D_  sur lintervalle j
a . —a : 1 j=
i~ %
I a,]

Dj, D sont maintenant les rigidités en flexion de
" woutre modele aux points a, ¢t a, | respectivement.

ars I'équation (4) peut s'éerire sous cette forme :

ou n ¢st le nombre total de trongons

Duans la configuration d'essai que nous avons choisic

les efforts extéricurs sont réduits & la force b
appliquée au point d'abscisse 1. L'¢quation précédente
devient :

D -D

Fw' = Z K () L ] dx (6)
= ‘.jfj' a,—ai_‘(x—a,_l)-{»l))_l

Dans le second membre de I'équation (6), nous avons
les D, qui sont les n+l inconnucs a ideniificr,
ngidité  aux

permettant  ainsi de  déterminer  la
extrémités de chaque trongon de la poutre et par suite
de conduire a I'évolution de la rigidité en flexion de lu

poutre modele.

3. Choix des champs virtuels
L'¢galité précédente étant vérifiée quel que soit w
cinématiquement admissible, on peut choisic o+l

champs virtuels cc qui nous permet détablir un
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systemc dec n+l équations 3 n+l inconnues. lec

systeme sc présente sous la forme suivante :

Fwg (x,) = 2 f (x)[—
R (x) = kaml

. . -D,
f"w_(x.,)-Zfl\(x)[ “(x-a,_,)+D, ]dx

j—l

(x— ])+D l]d(

j—l

d* u(r) d’w ,(X)
dx 2
déplacement vmucl du point d'application (x;) de T

ot K, (x)= wo(x)est e

dans le champ virtuel w, (k=0, ., oo ,n)

L'application du principe des travaux virtuels repose
sur un choix judicicux des champs virtuels vérifiant
les conditions limites en déplaccment. Donc un critére
de choix s'impose afin de retenir ccux qui nous
apparaissent commodecs en vue de l'identification [3].

Champs virtucls utilisés

Ce sont des champs paramdétrés qui ont la particularité
d'¢tre deux fois continiment dérivables sur toute la
longueur de la poutre. Ce sont des arcs de polynome
raccordés a leurs extrémilés a des droites Figure 3.

"(x-a )+ D, Jdx (7)

Soient 1 une poutre de longucur Lw  le champ virtur
un scgment [a,b] € [0,1) aveca<b

Pour un polyndéme de degré 4 nous avons :

2
ba

xE[O,a];pourw*-=x[—%—- +d]

: +  x* a+b ab
x €[a, b]; pour w -—’;—2—+x’——x1——+dx+c

6
b’ i
xE[b,l];pourw -(x—l)[——— +d]
_ i b-3
avccc=aJa 2bc(d-nb’b Za_b, o
12 1 6

La doublc continuité ct dérivabilité¢ de ces champ
virtuels a été vérifi¢e ainsi que les conditions limite:
en déplacement. :

- Identification globale

Quant aux champs utilisés, unc fois que le modcle cs!
choisi (Figure 2) ics n+1 champs cinématiquemen
admissibles sont déterminés a partir des support-
]a,h[variablcs représentant les bornes de chaque

trongon ct le n+1¢me champ cst celui dont le suppoit
cst ]O‘l[(ffigurc 3, Figurc 4). Les champs sont [

suivants :

- le support du champ k, k=n+1 est ] i l:
- le support du champ n+1 cst ]0, L [

Figure T2 Champs virtuels & courbure nulle sur certains trongons

J. Rech. Sci. Univ. Bénin (Togo), 19982 (1) :

0]

N - 6O




[

Figure IV : N premiers champs utilisés pour I'identification globale

Wy
s

~ : Figure Vi N + 1¢me champ utilisé pour Fidentfication globale

waire de n+l équations a n+! inconnucs. Apris ] 55 AN D . .-D
F‘wK(x.)xS\f K_L(.\)[ #———L(.\—;\A)+DA]J\
Sy Gy =4

wlution, nous obtenons les n+1 rigidités du modele 2
1 trongons ; il faut noter enfin que les n trongons I A
euvent élre tout aussi bicn égaux qu'inégaux, et que (pour le champ a courbure non nulle sur intervalle
v .7

champs doivent également vérifier les [O.L])

wvee les n+l champs nous dtablissons le systcme

.1 S

=5 n+l

/po(hf:scs de bases (champs cinématiquement (1’.$(_1-)dlw;(x)

dmissibles). avec k, (x) = ) 7
dx” dx

wvec les n+l champs nous avons le sysiéme v )
réquations suivant : - Identification locale
L'identification locale consiste a identifier sur un
v domaine ]a,b[quclconquc de la poutre, c'est-a-dire
a —a = s i
A u finalement d identifier seulement les deux rigidiies des

- 2 - D DO
v (x,) -f}\o(x)[——XfDo] dx
0
points a ¢t b en une résolution. La partition de la

L5
i ) D, - I)I : :
Fw (x)=[ K (x)[——(x=-a )+D dx outre en plusieurs domaines permet a 'opérateur
. & i 1 a. —a 1 1 [ P |
., 2 ! d'identifier I'ensemble des rigidités pas a pas
e D, -D_,
lin"(x)"f }\‘(X)[&l —a (x.—n‘,|)‘[)‘.|] d\ - i e
L N N - Campys utilises \
- champ a courbure non nullc sur intervalle L L ,
pous le I Pour I'idnctification locale, nous ntavons be o que
\[3._|-a| - de deux: champs vituels. D faut que fes 2 champs
. J. Rech. Sci. Univ. Bénin (Togo), 1998,2 (1) *: 58 - (6 . 2
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soicnt de méme support ];i,l)[((i;;urc 6) il suffit de

prendre des  polynomes  de  degrés  différenis
(polynomes de degré 4 ¢t S) et faire varier le support

].1.!7[pnur chaque identification. Nous donnons ci-

dessous P'expression des deux polynomes principaux.

Figure VI : Champs utilisés dans le cas d'unc identification locale

a 4
.- X a+b ab
XE[ﬂ,b] w EI_"+XJ -x? = ¢dx+c
s X l,a+sb  ,ab
xE[a,b] w =“—O+X —XF =l e,

Les constantes ¢, d. d,. ¢, sont fonction de a ¢t b, ¢t
sont déterminds @ partir des mémes hypotheses que
celles posées pour le champ virtuel utilisé  pous
I'dentification globale.

Pour un modcle a n trongons (Figure 2) nous allons
déplacer le support ]a,b[sur chaque trongon pour
finalement identificr I'ensemble des rigidités de la
poutre. Avee ces 2 champs nous pouvons établir un
syst¢me de 2 équations a 2 inconnucs nous permcttant
ainsi d'identificr les deux rigidités aux extrémités
acthb.

Le syst¢me d'équations est le suivant :

* - ’ Dh—[)l -
Fow, -f}\l(x)[—m—(x—a)+ D,] dx

=

I D. =D
W = [K.(xX)——2(x-a)+D. ] d>
o= R () e D] dx

avec
dzw(x) dzw;(x) K
dx? dx? : dx’ dx’

En chaque point du découpage il y a decux estimations
de la rigidité de flexion, ces deux rigidités ¢tant cn
principes proches l'unc de l'autre, nous convenons de
prendre leur demi-somme comme estimation finale ds
Ly ngndité en un point.

Lidentification locale offre plus de précision que
Identification globale par lc simple fait que nous
avons un systeme d'équations 3 2 inconnucs contrc
n+1 pour l'identification globale. Certe; le nombre
dinconnucs au total cst identique dans les deux cas.
mais la résolution nc porte que sur deux equations a la
fois. On limilcrait ainsi les phénoménes d'instabilité et
on accroit la précision.

4. Mode d'évaluation des résultats

Apres l'identification des rigidités du modcle choisi, il
e indispensable d'évaluer les résultats d'identification,
cest-a-dire de disposcr d'éléments de comparaison
cntre la poutre réelle et le modcle identific. Ceci peut
sopérer de plusicurs fagons :

<

smparaison visuclle dc I'évolution des rigiditcs

rilles et identifices lors des différents tests de

vaidation de 13 méthode par la simulation numériqus;
soi evge bign s@r d2 connaitre les rigidités réelles,

J. Rech. Sci. Univ. Bé (T o 199R.2(1) 1 3% - 6
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Nous relevons les écarts sur une soixantzine de points

at définir des normes permettant de comparer
¢quidistants le long de 1y poutre. L'utilisation de ces

le identificé et la poutre réelle @ I'écatr maximal
es fléches des deux déformées au méme  normes pourrait étre considérée comme une aide au
< Ny et laire délimitée par la déformée de ls choix du modcle idéal le plus prache de 13 poutre
réclle ¢t celle de la poutre modéle toujours  réclle, Les simulations numériques ont cherchié 3

méme configuration d'essat Ny : fonder a Iépiumité de ces deux normes.
2

“naxlf' = (." fr : fleche poutre récelle S. Simulation
fi : Nicche poutre identifice ) g : .
T r © Dans I'exemple que nous proposons de traller, nous
2—()/ -y ) allons utiliser I3 réponse mécanique d'une poutre dont
1" AT o . < .
2 ’ £ 60 les caractéristiques sont donndes (figures 7 ¢t 8) dans

unc configuration d'essai, ¢t proposcr a Iidentification
des rigiditéés de trois modéles” de poutre par 2
méthodc que nous avans proposdée. '

sformée de la poutre réclle
Hormée dc la poutre ideatifice

Do DI

- /
/

Figure VI : Type de poutre utilisée pour le test de simulaton

1.2Cc+8
L?
1,00c+8 F } S
Y

g 8.00¢+7 A L i
o 6,00ce7
k=
e 4.00ce7 A
2]
C 2.00c+7 A

0.00(10“_“—7 T T T T 1 T 2l

0 s00 1000 1500 2000 2S00 3030 3500 48C0

Loagucur (mm)

Figure VI : Lvolution des rigidités de la poutre récetle et conditions d'essai

Le modele choisi comporte trois évolutions :

-3 -de 02 1K) mm nous avons une rigidité constante
: 3()()'(;: mm , - de 1000 mm a 2000 mm nous avons unc ngidité
=1z Mmm®, 3, = 0 mm linéaire

1 i, 3, = KK mm - de 2000 mm 3 3000 mm nous avons une rigidité
= h."“!\lmmz, a, = 2K mm constante }
= 1¢’ 'Nmm’, s 3K mm - Résultats de la simulation
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Cas d'un_ modcle a 3 trois trongcons
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Echelle OX : 10° mm, OY : 10" Nmm’ Echellc OX : 10> inm OY : 10° Nmm’
Figure IX : Evolution de la rigidit¢ (modele 1)

Figure X : Déformées poutre réelle-modcle identifs

Cas d'un modele 3 6 trongons
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| Echelle OX : 10* mm, OY : 10° Nmm” Echelle OX : 10’ mm, OY : 10" Nmm’

4 Figure XI : Evolution de la rigidité (modcle 2) Figure X1I : Déformées poutre récllc-modele ident
} (o
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modele 2 12 troncons

I 5.0 oon Siebb o8 S5oM8 5.5 FIVHIT ¢

e geent a

déformée (mm) \

=
Longcur dc la poutrc (mm) Lengeur de la poutre (mm)
Echelle OX : 10° mm, OY : 10* Nmm’
le OX : 10° mm, OY : 10* Nmm® Figure XIV : Déformées  poutre réclle-modéle
¢ XIII : Evolution de la rigidité (modéle 3) identifid

neotoute, les premicers résultats montrent que CONCLUSION
lution de la ngidid de la poutre identifide et
auque a celic de la poutre réelle avee unc

iesion de P'ordre de 0,5 % pour la poutre choisie. Il ressort de la formulation du probleme qu'unc
ngidités identifiées sont trés prochies des rigidités  pouvelle méthode diidentification se dégape avec deux
1 poutre récelle options : l'identification globale et I'"dentification

locale (champs a courbure non nulle par segment)
Js avons aussi relevé des écarts entre les déformées  toutes deux reposant sur le choix de champs micux
la poutre réelle et celle identifiées par la  adaptés 3 la résolution du systeme . La prise en
wlation. compte du cisaillement dans le programme apporterail
plus faible écart est enregistré sur le modéle 2 6 un plus dans l'optimisation des structures complexes a
‘ngons, avec un découpage trés proche de la poutre  inertic évolutive.
zlle:
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